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聯立方程組


3x2 + y2 − 3xy = 3 + 2

√
2

y2 + z2 − yz = 9 + 6
√
2

z2 + w2 +
√
3zw = 3 + 2

√
2

w2 + 3x2 +
√
3wx = 9 + 6

√
2

求
√
3xz + yw 之值。 答

案：±(3
√
3 + 2

√
6)

解答： 方法1:(參考旭光高中數學科教師- 謝宗憲詳解)
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由3× (1)− (2)式可得(9x2 + 3y2 − 9xy)− (y2 + z2 − yz) = 0
⇒ 9x2 − 9xy + 2y2 + yz − z2 = 0
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因此有四種情況需討論:
情況(一){
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(5)代入(1)得
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(7)代入(3)得
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情況(二){
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(6)代入(1)得
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同情況(一)的解法，由(9)與(10)式可得3x2 − z2 = ±2(3 + 2
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情況(三){
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由情況(一)得知，(5)代入(1)可得3x2 + z2 = 12 + 8
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情況(四)

{
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由情況(二)得知，(6)代入(1)可得3x2 − 3xz + z2 = 3 + 2
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統整上述四種情形，可知
√
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方法2:(只能求正的解)
將方程式看成餘弦定理的形式，並重新整理，

令

{
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⇒


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3x2 + y2 − a2 = 3xy
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觀察四個角度，可發現

{
30◦ + 60◦ + 150◦ + 120◦ = 360◦

30◦ + 150◦ = 60◦ + 120◦ = 180◦
則此方程組相當於

有一圓內接四邊形，其邊長分別為
√
3x、y、z、w，兩對角線長為 a 及 b；

四邊形各頂點角度分別為 30◦、60◦、150◦、120◦，作圖如下：



由托勒密定理：圓內接四邊形，兩位角線長之積 = 兩對邊積之和；
⇒
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