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假設 α 是在 (0, 1) 區間上的無理數，證明存在唯一無窮級數
∑∞

n=1(−1)n+1 1
a1a2···an =

α，其中 ai 為嚴格遞增的正整數，求當 α = 1√
2
時，找出 a1, a2, a3。 答案：a1 = 1,

a2 = 3, a3 = 8

解答： 設 sn 為前 n 項的和，這些項的正負符號交替且絕對值遞減，因此數列 sn 的奇數項
下降，而偶數項則上升，每個奇數項均大於每個偶數項，因此奇數項和偶數項都必
定收斂，然而 |sn − sn+1| < 1

2n
趨近於零，因此它們趨向於一個共同的極限。

選擇 an 如下，取 a1 為最小的整數，其倒數大於 α，然後選擇 a2n−1 後，取
a2n 為最大的整數，使得 s2n < α，選擇 a2n 後，取 a2n+1 為最大的整數，使得
s2n+1 > α。

我們需要證明這些選擇是可行的，換句話說，它們產生了一個嚴格遞增的序列 an。
這取決於關係式

1/k − 1/k(k + 1) = 1/(k + 1) (1)

假設我們選擇了 a2n−1，那麼我們知道 s2n−1 > α，但是如果將 a2n−1 增加 1，那
麼 s2n−1 將小於 α，因此使用 (1)，取 a2n = a2n−1 + 1 給出了 s2n < α。另一方
面，如果我們取 a2n 足夠大，那麼 s2n 將接近 s2n−1，因此將超過 α（注意 α 是無
理數，因此它不等於任何 sm），因此選擇 a2n 將超過 a2n−1，則 a2n+1 超過 a2n。

因此，我們已經證明可以找到一個序列 an，使得 sn 所有奇數和大於 α，而所有偶
數和小於 α，由於 sn 趨向於一個極限，因此該極限必定為 α，這證明了存在性。

假設存在另一種展開方式，使得 α = 1
a1
− 1

a1a2
+ · · · = 1

b1
− 1

b1b2
+ · · ·，與前

述相同，我們有 1
a1+1

< α < 1
a1
和

1
b1+1

< α < 1
b1
，但由於 a1 和 b1 都是整

數，這意味著 a1 = b1，現在假設已經確定對於 i ≤ n，有 ai = bi。那麼我們有
β = (−1)na1 · · · an(α− 1

a1
+ 1

a1a2
− · · ·+ (−1)n

a1···an ) =
1

an+1
− 1

an+1an+2
+ · · ·，但我們

還有 β = 1
bn+1
− 1

bn+1bn+2
+ · · ·，像之前那樣證明，β 介於 1

(an+1+1)
和

1
an+1
之間，

也介於 1
(bn+1+1)

和
1

bn+1
之間，因此，an+1 = bn+1，這證明了唯一性。

最後考慮 α = 1√
2
，我們有 1

2
< 1√

2
< 1，所以選擇 a1 = 1，我們必須選擇 a2 為最

大整數，使得 1− 1
a2
< 1√

2
，即 a2 < 2 +

√
2 = 3.4，所以 a2 = 3，接著選擇 a3 為



最大整數，使得 1− 1
3
+ 1

3a3
> 1√

2
，即 2 + 1

a3
> 3√

2
或 a3 < 3

√
2 + 4 = 8.2，所以

a3 = 8。 �
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